SISTEMA DE ACCESO COMUN A LAS CARRERAS DE INGENIERIA DE LA UNaM

IIL.2 UNIDAD 2: FUNCIONES POLINOMICAS
I11.2.1 POLINOMIOS

La expresion 5x° +7 x> + 4x — 12 recibe el nombre de polinomio en la variable x. Es
de tercer grado, porque la tercera es la maxima potencia de la variable x que aparece en €él. Los
términos de este polinomio son: 50 + 7%+ 4x y —12. Los coeficientes son 5,7, 4, y —12.

En un polinomio los nimeros expresados mediante cifras o letras son nimeros reales y
estdn relacionados a través de las operaciones: suma, resta, producto y potencia de exponente
natural. Es decir todos los exponentes de las variables de un polinomio deben ser enteros no

2 y x %+ 3x + 1 no son polinomios, porque

negativos. Por consiguiente, las expresiones X +x
contienen exponentes fraccionarios y negativos.

Cualquier constante diferente de cero, como 7, se clasifica como un polinomio de grado
cero, ya que: 7 = 7x°. También al nimero cero nos referimos como una constante polinomial,
pero no se le asigna grado alguno.

Los polinomios que tienen s6lo uno, dos o tres términos reciben nombres especiales:

Numeros de Nombre del Ejemplo
términos polinomio
uno monomio 17 x°
dos binomio 2% — 6x
tres trinomio x4 2

La variable x en el polinomio representa cualquier ndmero real. Por este motivo
expresiones como 2x,x+ 3 y Xt x representan también ntimeros reales, cuyo valor depende
del que tome x. Por ejemplo si x = 3 los valores de las expresiones dadas seran 6, 6 y 12
respectivamente.

Ya que cada simbolo de un polinomio es un nimero real, se pueden usar las propiedades
del sistema de los nimeros reales para operar con ellos.

En general:

Un polinomio de grado n en la variable x se puede escribir en cualquiera de las
siguientes formas estandar:

-1

PX)=anx"+a, 1x" "+ +arx*+a;x+ag

P(x)=ap+aix+arx’+ "+an_1x" ' +a,x"

Donde los coeficientesa,, an_1,...,a1, ag son nimeros reales, y los exponentes son

enteros no negativos. El coeficiente principal es a, # 0, y aj es el término constante

Cabe aclarar que también se puede considerar que ag es el coeficiente del término a ¢ x 0
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I11.2.2  OPERACIONES ENTRE POLINOMIOS

II1.2.2.1 Suma o resta de polinomios

Cuando se suman o se restan dos polinomios, el resultado es otro polinomio.

P(x) + Q(x) = S(x)

Al efectivizar dichas operaciones se suman o restan los coeficientes respectivos de
iguales potencias de la variable, es decir se agrupan los términos semejantes (propiedad
asociativa y conmutativa), para operar con ellos, o bien, se aplica la propiedad distributiva.

Por ejemplo, sean los polinomios: P(x) = x + 2% -1 y Q(x) = 3x + 2, hallar la suma de
los mismos.

Solucion:

2x%+x—1) + 3x+2) se suprime paréntesis utilizando la regla de supresion de
paréntesis,

2%+ x—143x+2 se agrupan los términos semejantes haciendo uso de las
propiedades conmutativa y asociativa,

2x% + (x+3x) = 1+2 se suman los coeficientes de las potencias iguales de x.

227 +4x+1

- (Por qué no es valido sumar los términos 2% y 4x?

Veamos otro ejemplo:

Dado los Polinomios P(x) = 4x° — 10x° + 5x + 8 y Qx) = 12x* — 9x — 1, efectuar la resta
de los mismos.

Solucién:

(4x® = 10x* + 5x + 8) - (12x* = 9x — 1) se suprime paréntesis utilizando la regla de
supresion de paréntesis,

4 = 10X +5x + 8 — 12x* + 9x + 1 se agrupan los términos semejantes haciendo
uso de las propiedades conmutativa y
asociativa,

48 + (12 = 108 + 5x +9) + 8 + 1) se suman los coeficientes de las potencias

iguales de x, o bien se aplica la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma.
4°+(-12- 100+ 5+ x+ B+ 1)

4 -2 +14x+9

T Intentar lo siguiente
Dado los siguientes polinomios

P(x) = 3x” + 4x> - 2x Q(x) =—2x>+3x + 172
R(x) = 5x* = 7x> + 4x> - 3 S(x) = 55" +2x>—2x + 4
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Realizar las siguientes operaciones:
a) P(x) + S(x) b) R(x) — P(x) c) S(x) — S(x)
d) Qx) + P(x) e) R(x) = S(x)

’g, Qué se puede decir del grado del polinomio obtenido al sumar o restar dos polinomios?

II1.2.2.2 Producto entre polinomios

Cuando se multiplican dos polinomios el resultado es otro polinomio, obtenido de aplicar
la propiedad distributiva del producto respecto de la suma y las leyes de los exponentes.

P(x) Q(x) = T(x)

Veamos a través del siguiente ejemplo:
Sean P(x)=2x-3 y Qx)=x 2 +2x — 1. Hallar P(x) Q(x)

Cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar cada término del primer
polinomio por cada término del segundo:

2\ WY

2x-3) . x> +2x-1)

Solucioén:
P(x) Q(x) = 2x (x°) + (2x) (2x) + (2%) (-1) + (=3) (x)+ (=3) (2x) + (-3) (-1) =
=20 +4x> = 2x -3 x°—6x +3

se asocian términos semejantes y se encuentra el resultado final

P(x)Q(x) = 2x> + (4x> = 3x) + (22X —6X) + 3=2x" + x> — 8x + 3

T Intentar lo siguiente
Dados los siguientes polinomios

P(x) = - 3x QXx)=x+2x" -1
Rx)=x>-3x+5 S(x) = 2x° - 3x

Realizar las siguientes operaciones:

a) P(x) S(x) b) R(x) S(x) ¢) Q) R(x)

, (,Coémo se calcularian las siguientes potencias: [S(x) 1%; [P(x) ] 3. [Qx) 1%2.
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I11.2.2.3 Productos notables
Resolver los siguientes productos entre binomios:
a) (A+B)(A+B) b) (A-B)(A-B)
¢) (A +B) (A-B) d) (A +B)’ (A+B)

donde A y B representan monomios cualesquiera.

- (Qué se puede decir de los polinomios obtenidos?. Caracterizarlos.

A continuacién se ejemplifica lo solicitado en el item d) (A + B) 2(A+ B)
Por definicion de potencia podemos escribir:

(A+B)’(A+B)=[(A+B)(A+B)] (A+B) =
=[A*+2AB +B’] (A+B)=
=A°(A+B)+2AB(A+B)+B*(A+B) =
=A’+A’B+2A’B+2AB*+ AB*+B’=
= A’ +3A’B +3AB* + B’

El polinomio obtenido es un cuatrinomio cubo perfecto. Entonces, encontrar el cubo de
un binomio equivale a resolver cualquiera de los siguientes productos:

(A+B)’=(A+B)(A+B)(A+B)=(A +B)*(A +B) = A’ + 3A’B + 3AB” + B®

Y Resolver: a) (4x—5)
b) 2x2 +x°)°
¢) (4x +x°) (4x — x°).

I11.2.2.4 Division de polinomios

La division de polinomios se realiza con un algoritmo similar al de la division entera.

Recordemos el algoritmo de la divisién entera

D d
R C

sabemos que en este algoritmo, el divisor (d) nunca es cero y el resto es menor que el
divisor y se cumple que D =d 'C + R. Es decir, que el dividendo (D) es igual al divisor
(d) por el cociente (C) mas el resto (R).
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Para que la divisién entre polinomios sea otro polinomio, el divisor debe ser de grado
igual o menor que dividendo.

Luego, en el caso de la division de polinomios, se cumple:

P(x) = Q(x) C(x) + R(x)

Analicemos el siguiente ejemplo:

Dividir el polinomio P(x) = 38— x> —2x+6 por Qx)= X+ x

Solucién:
Dividendo [P(x)] — 38— x*-2x+6 | *+x — Divisor [QM)]
- 3x" = 3% 3x—4 — Cociente [C(x)]
—4x% -2x+6
4° +4x .

2x+6 — Resto [R(x)]

El procedimiento es el siguiente:

1. Se escriben los polinomios dividendo y divisor ordenados en forma decreciente

2. Se divide 3x° (el primer término del dividendo) por o (el primer término del divisor),
para obtener 3x (el primer término del cociente).

3. Se multiplica 4 x (el divisor) por 3x y se obtiene 3% + 357,

4. Se cambia de signo obteniéndose — 3x* — 3x y se coloca debajo de los términos
correspondientes en el dividendo.

5. Se suma para obtener — 4x”, y se escriben a continuacién los demds términos del
polinomio dividendo, el polinomio obtenido se trata como el nuevo dividendo.

6. Se divide — 4x° (el primer término del nuevo dividendo) por x2, se obtiene — 4 (el
segundo término del cociente).

7. Se multiplica 4 x por — 4y se suma el producto del nuevo dividendo cambiado de
signo. Este resultado, 2x + 6, representa el resto de la divisiéon debido a que es un
polinomio de grado menor que el grado del divisor, por lo tanto la division estd
terminada.

Como el resto no es cero, el polinomio dividendo no es mudltiplo del divisor. Segin la
relacion de la divisidn entera, el polinomio dividendo se podra escribir como:

30 - =2x+6 =(x*+x) - Bx—4) + 2x + 6)

P(x) = Qx) - Cx) + R

Analicemos otro ejemplo:
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Dados los polinomios P(x) =x'-2x*-8 y Q) = x* + 2, efectuar el cociente P(x):Q(x)

Solucién:

Dividendo [P(x)] — -27-8 | xX*+2 — Divisor [Q()]
—xt =24 ¥ —4 — Cociente [C(x)]
2
—4x" -8
472+ 8

0 — Resto [R(x)]

Como en este caso el resto es 0, el polinomio dividendo es miiltiplo del divisor y la
relacion anterior se reduce a: P(x) = Q(x) C(x) poniendo en evidencia la posibilidad de escribir el
polinomio dividendo como un producto de factores: -2 -8= (x2 +2) (x> = 4).

T Intentar lo siguiente
1) Usar el algoritmo de la divisién para encontrar el cociente y el resto de las siguientes

divisiones entre polinomios.
a) (x> —x2 —x+10) : (x* =3x+5) b) (4x> —5x2 +x=T): (x* —2%)
¢) 5x% +7x+x>+8) : (x=2) d) (x> =2x% —13x+6) : (x+3)

ii) Verificar cada resultado teniendo en cuenta la relacién entre dividendo, divisor,
cociente y resto: P(x) = Q(x) C(x) + R(x).

9 Analizar la validez de la siguiente afirmacion:

“La expresion P(x) =C(x) + R
Q(x) Q(x

, representa el resultado de la division de los

polinomios P(x) y Q(x)”.

I11.2.2.4.1 Division de un polinomio por un monomio de la forma x —c

Cuando se realiza la division entera de un polinomio P(x) por un binomio de la forma
x — ¢, donde ¢ es un ndmero real, puede ocurrir que el resto sea de grado cero o que sea el
polinomio nulo. Por lo tanto, el resto es un niimero que se designara con R.

El siguiente teorema relaciona el resto R obtenido de la divisiéon de un polinomio P(x) por

x —cy el valor del polinomio en x =c.

Teorema del resto: “Cuando un polinomio P(x) se divide por x —c, el resto R
es el valor del polinomio en x = c, esto es, R = P(c).”

En efecto:
P(x) xX—c — Px)=(kx-¢)-Cx)+R
R Cx) P(c)=(c-c)-C(x) +R
Luego P(c)=R
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Por ejemplo: si P(x) = X —3x° + 4, es posible anticipar cudl serd el resto de dividirlo por x — 1,
ya que segtin el teorema se tendra:

R=P(1)=(1)’-3(1)y°+4=2
También se puede escribir P(x) en términos de x — 1 encontrando el cociente C(x) y
utilizando la expresion de la division entera:
Px)=(x-1)Cx) +2

Si P(c) = 0, entonces x = c se constituye en una raiz de P(x), quedando P(x) expresado
como un producto, es decir P(x) esta factorizado:

Px)=(x-1)Cx)
Asi, si el divisor fuera x — 2, se tiene que P(2) = 22 _322+4= 0, por consiguiente x — 2
serd un factor de P(x) y podrd expresarse de la siguiente manera:
Px)=(x—2) (x> —x—2)

donde C(x) = x> — x — 2 es el cociente de la divisién, el cual puede obtenerse ficilmente
mediante la regla de Ruffini.

A continuacion se recuerda el algoritmo correspondiente a la regla de Ruffini:

1. En el primer renglén se escriben los coeficientes del 1 -3 0 4
dividendo (el cual debe estar completo y ordenado en
forma decreciente). A la izquierda, s6lo se escribe la raiz 2
del divisor (el valor que lo anula). |

Los demas coeficientes se obtienen de la siguiente forma:

2. El coeficiente principal del dividendo (1) se copia abajo. 1 -3 0 4
Se lo multiplica por 2y el resultado (2) se escribe debajo
del siguiente coeficiente del dividendo (—3). Se suman -3 2 2
y 2 y el resultado (—1) se escribe abajo. 1 -1

3. El -1 obtenido en el paso anterior reinicia el ciclo: se lo 1 -3 0 4
multiplica por 2 y el resultado (— 2) se escribe debajo del
siguiente coeficiente del dividendo (0). Se sumanO0y—2y 2 2 2
el resultado (—2) se escribe abajo. 1 -1 =2

4. El -2 obtenido en el paso anterior reinicia el ciclo: se lo 1 -3 0 4
multiplica por 2 y el resultado (— 4) se escribe debajo del
siguiente coeficiente del dividendo (4). Se suman 4 y—4 2 2 2 4
y el resultado (0) es el resto. Se escribe abajo. 1 -1 =2 0

El resto es 0. Los valores 1, —1 y -2 son los coeficientes del polinomio cociente:
C(x) = x* — x=2, cuyo grado es en una unidad menor que el del polinomio dividendo.

Recuerda que la Regla de Ruffini s6lo se podré aplicar en cocientes donde
el divisor es de la forma x —c.
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Conviene tener presente que:

Decir que P(c) = 0, equivale a decir que:
» (x —c) divide exactamente a P(x) o que P(x) es divisible por (x — ¢),

» P(x) podra expresarse como el producto: P(x) = (x — ¢).C(x) donde C(x) es el
polinomio cociente entre P(x) y x —c.

T Intentar lo siguiente
Dadas las siguientes divisiones:

a) (x> =2x% =5x+6): (x=3) b) (x> +5x% —Tx+8): (x—2)

Q) x> +x%=3x+7): (x+1) d) (x> +27): (x+3)

i) Utilizar el Teorema del Resto para establecer si el polinomio dividendo es divisible
por el polinomio divisor.

ii) Cuando sea posible, factorizarlo en término del divisor, aplicando la regla de Ruffini
para encontrar el cociente.

IIL.2.3 FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Ya se ha dicho que factorizar un polinomio significa escribirlo como un producto
equivalente al mismo.

» Uno de los métodos bdsicos de factorizar es el inverso de multiplicar por un monomio:
factor comun.

Veamos este problema con un ejemplo:
El polinomio P(x)se puede factorizar extrayendo como factor comun diversos factores. Dado

P(x) =24x" —18x° —6x* +90x> se podran extraer por ejemplo: 3x, 6x” 0 4x° obteniéndose:
P(x) =24x° —18x° —6x* +90x> = 3x(8x° — 6x° —2x° + 30x)

P(x) = 24x° —18x° —6x* +90x” = 6x° (4x” —3x* —x% +15)

P(x)=24x" —18x° - 6x* +90x* = 4x3(6x6 —%x3 —%x+§x_lj

Del anélisis de lo hecho anteriormente se desprende que:

e es posible extraer distintos factores, no necesariamente los comunes,

e para asegurar que el polinomio dado pueda expresarse como el producto de dos polinomios,
el grado del monomio extraido como factor comiin deberd ser a lo sumo, igual al grado del
término de menor grado del polinomio.
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Siempre se puede controlar que el producto que se obtuvo es correcto, aplicando la
propiedad distributiva del producto respecto a la suma algebraica en K.

» Otros recursos para factorizar estdn relacionados con los productos notables de binomios
estudiados anteriormente.

A continuacion se ejemplifica con algunos de ellos:

Polinomio Expresion desarrollada Expresion factorizada

A2+ 2AB +B? (A +B)A +B)=(A +B)?
Trinomio cuadrado perfecto

A%-2AB +B? (A —B)(A —B)=(A —B)?

A*+3A’B+3 AB*+B’ |(A+B)A+B)A+B)=(A+B)>
Cuatrinomio cubo perfecto

A’ -3A’B + 3 AB*-B? (A—B)(A—B)(A—B)=(A—B)3

Diferencia de cuadrados A*-B?2 (A +B)(A-B)

Factorizar las expresiones anteriores resultd sencillo debido a que los polinomios
involucrados eran “especiales”, por ejemplo: un trinomio cuadrado perfecto, una diferencia de
cuadrados; por lo tanto fue posible recurrir a las técnicas de factoreo estudiadas en el nivel
medio.

A continuacién presentaremos una herramienta util al momento de transformar un
polinomio cualquiera en producto de factores, el Teorema del Factor.

"Un polinomio P(x) tiene un factor x —c, siy sélo si: P(c) = 0"

Este teorema asegura que basta encontrar un valor de "c" que anule a P(x), para
determinar uno de los factores del polinomio dado; en efecto, este podrd escribirse como
P(x) = (x — ¢) C(x) donde C(x) es el polinomio cociente, por estar asegurado que el resto de la
division es cero (Teorema del resto).

Entonces, encontrando un valor de "c" que anule a P(x) tendremos asegurado que el
binomio x — ¢ serd un divisor de P(x) y por lo tanto serd posible iniciar la factorizacién del
polinomio.

Factorizar completamente a P(x) implicard establecer la existencia de algtin factor de
C(x), el cociente de la division anterior. Este procedimiento deberd continuarse hasta que el

n.n

ultimo cociente hallado, no contenga ningtn factor (no exista un valor de "c" que lo anule).
Ejemplo: Factorizar P(x) = x* + 4x° — 4x* — 16x

Solucién: Es evidente que ¢; =0 anula a P(x) por lo tanto el binomio x —c; =x—0=x divide
exactamente a P(x), luego se podrd escribir que:

P(x) = (x — ;) Ci(x) = x(x° +4x% —4x—16)
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como en este caso el divisor es un monomio, el polinomio cociente se puede hallar dividiendo
cada término del polinomio P(x) por x:

x4 + 4x3 - 4x2 -16 _ x4 4x3 4x2 16x

X X X X X

Poder factorizar P(x) completamente implicard averiguar si existe algin factor de C;(x);
como para cp =2 Ci(x) se anula, podremos afirmar que el binomio x —c, = x — 2 permitird

escribir Ci(x) = (x — cp) Co(x) donde Cj(x) podra encontrarse mediante la regla de Ruffini.
Luego,

P(x) = (x —¢1) Ci(x) = (x — ¢1) (x — ¢2) Cao(x)
PO)=x(C+4x>-4x-16)=x(x-2) (x> +6x +8)

Como Cy(x) = ()c2 + 6 x + 8) se anula para c3 =—2, el binomio x —c3 =x + 2 serd un
factor de C,(x), por lo tanto se podra escribir: Cy(x) = (x — c3) C3(x) y el polinomio P(x) como:

P(x) = (x — ¢1) Ci(x) = (x — 1) (x — ¢2) Co(x) = (x — ¢1) (x — ¢2) (x — ¢3) C3(x)
POO)=x( +4x —4x-16)=x(x-2) " +6x+8) =x (x—2) (x +2) (x + 4)
de esta manera hemos logrado factorizar por completo al polinomio P(x), utilizando como tnico

recurso la bisqueda de factores.
El polinomio P(x) es de cuarto grado y tiene cuatro raices reales. En general se cumple:

El teorema del factor provee una herramienta para encontrar los diversos factores
que posee un polinomio cualquiera, por lo que resulta ttil como recurso para factorizar.

Todo polinomio P(x) de grado n que tenga n raices reales, puede factorizarse como:
Px)=a, x-cy)) (x-c2)...(x—cn)

Donde a, es el coeficiente principal de P(x) y ¢y, ¢, ... , ¢, son las raices reales de P(x).

Veamos otro ejemplo: Factorizar Q(x) = X +4

Para factorizar el polinomio Q(x) serd necesario buscar un valor de ¢ que lo anule; como
la suma de x° y 4 serd siempre positiva se puede afirmar que no existe un nimero real que
anule al polinomio, por lo tanto Q(x) no posee raices reales; sus dos raices son complejas: £ 2i.

El siguiente teorema ayuda a caracterizar las raices de un polinomio:

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1, entonces P(x) = 0O tiene exactamente n
raices, siempre y cuando la multiplicidad k de una raiz se cuente k veces. (Pudiendo ser
estas raices reales o complejas).
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T Intentar lo siguiente
i) Establecer si existe un factor "x — ¢" para los siguientes binomios:
a)x + 1 b) 1 +x* )9~ 1
ii) En los casos que sea posible: a) Factorizar los binomios dados en términos del factor
hallado. b) Factorizar por completo el binomio dado.

II1.2.4 FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién es polindmica si su regla de definicién es un polinomio, es decir si puede
expresarse de la forma f(x)=a, x" +a,_; X" ' +...+a, x+ay donde n es un nimero natural y

los coeficientes a,, a .,a,,d, son nimeros reales.

.
Como en un polinomio los nimeros reales, expresados mediante cifras o letras, estin
relacionados a través de las operaciones: suma, resta, producto y potencia, el dominio natural de

las funciones polindmicas (el conjunto para el cual estdn definidas) es el conjunto R .

I11.2.4.1 Representacion Grafica de un Polinomio tipo: a; x + a,

Teorema
La grafica de un polinomio de grado menor o igual a uno, es una recta.

Dado que dos puntos determinan una linea, podemos representar graficamente al
polinomio de grado uno encontrando dos puntos que pertenezcan a su grafica. Después,
trazamos una linea que pase por dichos puntos.

Para mayor seguridad, siempre se debe utilizar un tercer punto como control. A menudo,
los puntos mads faciles de encontrar son aquellos en los que la grafica corta los ejes.

Definicion

La ordenada al origen (interseccion eje y) de una gréfica es la ordenada del punto en el que
la grafica corta al eje y. La abscisa al origen (interseccion eje x) es la abscisa del punto en el
que la grafica corta al eje x.

Para encontrar la ordenada al origen, se hace x = 0 y se resuelve para y. Para encontrar la
abscisa al origen, se hace y = 0 y se resuelve para x.

Ejemplo 1: Representar graficamente 4 x + 5y =20 y

ordenadaal origen

Solucién. Primero se hallan las intersecciones. (©, 4)

x=0 — y=4 (ordenada al origen)

abscisaal
origen

(5, 0)
- X1

representa el punto (0, 4)
y=0 — x=5 (abscisa al origen)

representa el punto (5, 0).
4x + Sy = 20

Podemos usar por ejemplo el punto (1, 16/15) como ~3
punto de control.
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T Intentar lo siguiente
Representar graficamente: a) 2x—6y=-2 b) 3y=2x-6
II1.2.4.1.1 Rectas Paralelas

La griafica de y = m x es una linea recta que pasa por el origen. ;Qué sucede si
sumamos un nimero b al miembro derecho de la ecuacién para obtener y = m x + b.

Ejemplo 3: Representar graficamente y=2x-3 y
comparar con la grificade y =2 x.

Primero construimos la tabla de valores, luego
representamos graficamente y comparamos.

x |y (02x-3) 6 7"
0 -3
1 -1
3 3
-2 —7

La gréfica de y =2 x — 3 es una linea recta desplazada 3 unidades hacia abajo a partir de
la graficade y = 2 x.

Teorema
La gréfica de una ecuacién de la forma y =m x es una linea recta que pasa por el origen.

La grificade y = mx + b es una linea paralelaa y = mx que tiene como ordenada al origen
al nimero b.

T Intentar lo siguiente
Representar graficamente y comparar con la graficade y =2 x.

a) y=2x+1 b) y=2x-4

II1.2.4.1.2 Rectas Perpendiculares

Si dos rectas se intersecan en dngulos rectos, son perpendiculares.

Teorema

Dos rectas no verticales son perpendiculares si y s6lo si el producto de sus pendientes es —1.
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Ejemplo 1: Determinar si las graficasde Sy=4x+ 10 .
y 4y=-5x+4 son perpendiculares. i

Solucién. Primero encontramos la forma pendiente —
ordenada al origen resolviendo para y.

4 5
=—x+2 =——x+1
y 5 y y 4
El producto de las pendientes es — 1; es decir,

T

Las rectas son perpendiculares.

T Intentar lo siguiente
Determinar si las graficas de los siguientes pares de ecuaciones son perpendiculares:

a) 2y—x=2 'y y+2x=4 b) 3y=2x+15y 2y=3x+10

I11.2.4.1.3 Determinacion de la Pendiente de una Recta

Si observamos el grafico vemos una recta sobre la Y
que hemos marcado dos puntos. A medida que
vamos de P; a P,, el cambio en x es x» — xj.
Andlogamente, el cambioen y es y, —y;. Bzl L pal s e

Py |
La razén de cambio en y dividido por el cambio en P, -,-.1_/// + L0
x se llama pendiente de la recta. P
"’/- P nbio er

Es comin utilizar la letra m para designar 0 ;
pendientes.

Definicion

La pendiente m de una recta es el cambio en y dividido por el cambio en x, o

m=-2"YL donde (x1, 1) ¥ (x 2, y2) son dos puntos cualesquiera de la recta, y x, # x;.

X2 = X1

Para hallar la pendiente de una recta, se utiliza las coordenadas de dos puntos
cualesquiera para determinar el cambio en y y el cambio en x. Después se divide el cambio en
y por el cambio en x.
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Ejemplo 1: Los puntos (1, 2) y (3, 6) estdn en una recta. Encontrar su pendiente.

Solucién. m =—2"YL m
X2 =X cambio en x
_6-2
3-1
2

Si utilizamos los puntos (1, 2) y (3, 6) en sentido
inverso, encontramos que el cambio en y es negativo
y el cambio en x es negativo. Obtenemos el mismo
nimero para la pendiente.
2-6 -4
m=-—-=—- = 2
1-3 -2
Cuando calculamos el valor de la pendiente, el orden de los puntos no importa en la
medida en que calculemos las diferencias en el mismo orden.
Los puntos (0, 0) y (-1, —2) también se encuentran sobre la recta. Si utilizamos estos
puntos para calcular el valor de la pendiente, obtenemos lo siguiente:
-2-0 -2
— — 2
-1-0 -1

La pendiente serd la misma, independiente del par de puntos que utilicemos. Vemos que
esta recta asciende de izquierda a derecha y tiene pendiente positiva. Si una recta desciende de
izquierda a derecha tendra pendiente negativa.

T Intentar lo siguiente
Calcular la pendiente de la recta que contiene a cada par de puntos.
a) (1, Dy (12, 14) b) 3,9y (4,10 ©) (0,-4)y (5.7 d) (7,2) y (6, 3)

I11.2.4.1.4 Ecuacion Punto — Pendiente de una Recta

Si conocemos la pendiente de una recta y las coordenadas de un punto sobre la recta
podemos encontrar una ecuacion para la misma.

Teorema
La ecuacion punto — pendiente
Una recta que pasa por (x 1, y;) con pendiente m tiene por ecuacion (y —y;) = m (x — x1).

Ejemplo 1: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (1/2, —1) con pendiente 5.
Solucién.  (y—y)=m(x —x)
y—(=1)=5(x-1/2) Sustituyendo
y+1=5x-1/2)
y=5x-1772 Simplificando
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Ejemplo 2: Encontrar la ecuacion de la recta que tiene ordenada al origen de 4 y pendiente 3.
Solucién.  (y—yi)=m (x —x)
y—4=3(x-0) Sustituyendo
y=3x+4 Simplificando

T Intentar lo siguiente
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (-2, 4) con pendiente — 3.
b) Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—4, —10) con pendiente 1/4.
¢) Encontrar la ecuacién de la recta cuya abscisa al origen es 5 y pendiente — 1/2.

I11.2.4.1.5 Ecuacion de la Recta que Pasa por Dos Puntos
Dados dos puntos, podemos encontrar la ecuacién de la recta que pasa por ellos. Si

encontramos la pendiente de la recta dividiendo el cambio en y por el cambio en x, y sustituimos
este valor por m en la ecuacién punto — pendiente, obtenemos la ecuacion de los dos puntos.

Teorema

Ecuacion de los dos puntos

La ecuacion de cualquier recta no vertical que pasa por los puntos (xj, y1) y (x2, y2) se calcula
con la férmula

(y—y)= Y27 Y1 (x —x1).
X2 = Xq

Ejemplo 1: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 3) y (1, —4).

Solucién. Primero encontramos la pendiente y después sustituimos en la férmula los dos puntos.
Tomamos (2, 3) como (x 1, y1) y (1, —4) como (x2, y2).
-4 -3
1-2

y-3= x=-2) Sustituyendo

y-3= T (x-2)

y-3=7 (x-2)
y-3=Tx-14
y=Tx-11

Podriamos haber tomado (1, —4) como (xi, y1) y (2, 3) como (x, y2) y haber obtenido la misma
ecuacion.

3- (-4

—(-4) =
y-(H=—"

x=1 simplificando y=T7x-11

T Intentar lo siguiente
Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos sefialados:
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II1.2.4.2 Representacién Grafica de un Polinomio tipo: a x> +b x + ¢

Definicion
Todo polinomio de segundo grado de la forma a X*+bx+c=0,donde a, b y ¢ son constantes y
a # 0, se llama forma estandar de la ecuacién cuadratica.

I11.2.4.2.1 Solucion de Ecuaciones Utilizando la Formula Cuadratica

A continuacién mostramos una férmula que proporciona las soluciones de cualquier
ecuacion cuadratica.

Teorema
La formula cuadratica
Las soluciones de cualquier ecuacién de segundo grado, a x* + b x + ¢ =0, estdn dadas por la

formula cuadratica.
-b + 4 b2 —4ac

2a

X=

Ejemplo 1: Resolver 3 x*+5x=—1.
Solucién: Primero hay que encontrar la forma estdndar y determinar a, b y c.
3X+5x+1=0 — a=3, b=5 c=1

Después, hay que utilizar la férmula cuadratica.

b+ b= 4dac —5445%-4.3-1

X = — X =

2a 2-3
L 5Ey5-12 54413
- 6 6

Las soluciones son x=

-5+.413 -5-,[13
e T T

Cuando se utiliza la férmula cuadratica, las soluciones que se obtienen son soluciones de
la ecuacidn original a menos que se haya cometido un error de célculo.

T Intentar lo siguiente
Resolver utilizando la férmula cuadrética: a) 3x*+2x=7 b) 5x°+3x=9
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I11.2.4.2.2 Discriminante

La expresion b> — 4ac de la férmula cuadrética se llama discriminante. Con este
nimero podemos determinar la naturaleza de las soluciones o raices de una ecuacién cuadrética.

Teorema

Una ecuacién ax’+bx+c= 0, con a # 0 y coeficientes reales, tiene

a) Exactamente una raiz real si b® + dac = 0.

b) Dos raices reales si b + 4ac > 0.

¢) Dos raices complejas, mas no reales, que son conjugadas entre si cuando b? + 4ac < 0.

Ejemplo 1: Determinar la naturaleza de las raices de 9 x* — 12x+4 =0

Soluciéon. a=9, b=-12 y c=4

Calculamos el discriminante
b*—dac=(-12)*-4-9-4=144-144=0

Solo hay una raiz y ésta es un nimero real.

Ejemplo 2: Determinar la naturaleza de las raices de X +5x+8=0
Solucién. a=1, b=5 y c=8
Calculamos el discriminante
b*-4dac=(57-4-1-8=25-32=-7
En vista que el discriminante es negativo, la ecuacion no tiene raices reales. Sus raices son
complejas y conjugadas entre si.

Ejemplo 3: Determinar la naturaleza de las raices de x*+5x+6=0
Solucién. a=1, b=5y ¢c=6
Calculamos el discriminante
b*—dac=(57-4-1-6=25-24=1
Como el discriminante es positivo, hay dos raices reales distintas entre si.

T Intentar lo siguiente
Determinar la naturaleza de las raices de cada ecuacién

a) ¥+5x-3=0 b) 9x°-6x+1=0 ¢) 3x%=2x+1=0

I11.2.4.2.3 Vértice de la funcion cuadratica.

Con las expresiones x, =—b/2.a y y, =f(x,) podemos determinar el vértice de la
ecuacion cuadrdtica.
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Ejemplo: y=2x*-12x+ 10 B -

Vértice: xy= ——— =3 y,=f(3)=-8

- (-12) et
2x2 I \

Ceros de la funcién: x;=5 y x; = 1 estos valores se
hallan utilizando la férmula cuadratica.

"-Q"I\L-ﬁ'fr'u(:ba

La ordenada al origen: 10.

L
T
s

]
N

I11.2.4.3 Revision de Graficas de Funciones Polindmicas

Considérense las siguientes funciones polindmicas

filx)=2x-4 £, (x) ==5x> +20x—20
f3(x):4x2+2x3—6x f4(x):x4—x3—6x

Las dos primeras son funciones polindmicas conocidas, podemos anticipar que sus
graficas serdn una recta y una pardbola, respectivamente. En general, para obtener algunos
puntos que permitan bosquejar las graficas de las funciones polindmicas se deberdn asignar
distintos valores a la variable “ x>, calcular sus correspondientes imagenes y luego representar
en un sistema de ejes cartesianos los puntos de coordenadas (x;, f(x;)).

(Cuantos valores se necesitardn?. ;Qué valores deberdn asignarse a ““ x ”?.

En bisqueda de respuesta a estas cuestiones consideremos lo siguiente:

e Existen en el grafico puntos de especial interés, ellos son los puntos de corte con los ejes
coordenados. Sobre el punto de corte con el eje vertical existe informacion explicita en la
expresion de la funcién polindmica; en efecto el término «a,, ordenada al origenl, indica el
valor que asume la funcién polindmica cuando x =0. Asi, para las funciones dadas las
ordenadas al origen serdn:

f1(0)=2x=5 | fo(x)==5x>+20x—20 | f(x)=4x>+2x> —6x | fa(x)=x*—4x>

Ordepada _s _90 0 0
al origen
. Averiguar acerca del punto de corte con el eje horizontal, la abscisa al origen, implica

. P ., ., . . , 2
averiguar para qué valor de x la funcién polindmica se anula, es decir, encontrar las raices” de la
ecuacion f; (x)=0. Estas raices se pueden obtener ficilmente a partir de la factorizacién de la

funcién polinémica y de la determinacién de los valores de x que anulan a cada uno de los
factores.

! Por tratarse de la ordenada del punto de abscisa cero.
% Valores de X que satisfacen las igualdades planteadas.
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Los pasos para la obtencion de las raices de las funciones polindmicas consideradas se
consignan en la siguiente tabla:

Funcién polinémica

Ecuacioén para hallar
los ceros de f; (x)

Expresiones
equivalentes

Ceros de la funcion o
Raices de la ecuacion

5 5
fix)=2x-5 2x-5=0 2.()6—5) =
5[ —4xrd)=0 o
f5(x)=—5x2 +20x—20 | —5x% +20x—-20=0 2 (raiz doble)
~5.(x-2)*=0
3, 22l +2x-3)=0
f3(x)=2x" +4x"— 6x | 2x3 +4x% —6x=0 0,1y-3
& 2x (x— ).(x+3)—0
fa00)=x* - 4x? xt—4x? =0 22 -4)=0e
0 (raiz doble), -2y 2
S X (x-2).(x+2)=0

Factorizar las funciones polindmicas 1, 2 y 4 resulté sencillo debido a que una vez
extraido el factor comun los polinomios obtenidos eran: un binomio, un trinomio cuadrado
perfecto o una diferencia de cuadrados, por lo tanto fue posible recurrir a las técnicas de factoreo
conocidas. Para la funcién polindmica 3 se recurrié al teorema del factor, encontrando el valor de

¢ que anula al polinomio en cada caso, por “ensayo y error’.

Obtenidos los puntos de corte con los ejes coordenados, se tendrdn los primeros puntos

para graficar.

Para el caso de la funcién polindmica de grado uno, a partir de estos dos tnicos puntos
serd posible determinar la recta correspondiente.

Algunos puntos que permiten bosquejar la grafica

Griéfica de la funcién polinémica

fi(x)=2x

& &b A b Lo

En el caso de las restantes funciones polinémicas, los puntos de corte con los ejes
coordenados serdn dos o mds puntos por los que pasard la grafica de la funcién.
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Para obtener otros puntos que permitan bosquejar la grafica se deberdn asignar nuevos
valores a la variable “x”, tomando como referencia los puntos de corte con el eje horizontal, y
calcular sus correspondientes imédgenes. Estos puntos obtenidos dardn idea de coémo serd la
grifica, como se muestra a continuacion:

f5(x) =—5x2 +20x—20

¥
N - X
> . ° 2 ° 4 -2 /2 4 &
10 —7
40
204
0 -0
[ ]
=80
f _A~.3 2
3(x)=2x" +4x" — 6x
30
70 . 20
" 10
[ } 10 -4 3 -2 -1 1 2 3
. —b o -10
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
-20
f4()c)=)c4—4x2
¥
) ) 6 !
4
B
m 2
10 b
-3 1 3
. ¢ ; ; ® .
LR . b
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T Intentar lo siguiente
Utilizando la raiz y el término a,, graficar los siguientes funciones polindmicas de primer

y de segundo grado.
a) P(x)=-3x+1 b) P(x)Z%x+5
) P(x)=-3x" +27 d) P(x)=3x"+3x—18

N partir de las gréficas de las funciones polindmicas dadas a continuacién determinar las
raices reales y utilizarlas para iniciar la factorizacion de la funcién dada. ;Qué se puede decir de
las restantes raices son reales o complejas?. ; Alguna de ellas serd una raiz multiple?. Justifique.

/

=N

fl(x):x3 +2x2 —2x—12

5
1
3
&
1

fz(x)=x5 —5x3 +4x _ g \/z

Voo
~ o @A on W

| /’J
=Mt
—_—

L
B R =

fa(x)=x*+3x"-2x*-12x-38

B0 OO 000
COoORQMMALY=2W0N-
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I11.2.5 APLICACIONES DEL FACTOREO
I11.2.5.1 Simplificacion de Expresiones racionales

El cociente de dos polinomios P(x) y Q(x) se denomina expresion racional. Si estos
P(x)
x)

polinomios tienen en comun algin factor entonces es posible simplificarlo y escribir en
forma mas sencilla.

x2—5x-6

xP+1
del denominador. Asi ambos podrin ser escritos como producto donde uno de los factores sera

x—(—l), es decir x + 1:

Por ejemplo en la expresion se tiene que x = —1 es raiz del numerador y

x?=5x-6_ (x+D(x-6) _  x—6
N 2

x3 41 (x+l)(x2—x+1) x“—x+1

El numerador tiene una raiz x = 6 y el denominador tiene raices complejas conjugadas.
Como no comparten raices, carecen de factores comunes y no es posible simplificar més la
ultima expresion. Finalmente se obtiene que

x2—5x—6_ x—6

¥+l x2—x+1

para x#-1

Nota: La condiciéon x #—1 debe ser considerada porque las expresiones en ambos
miembros son equivalentes para cualquier valor de x excepto para x = —1, donde la expresion
original no estd definida.

T Intentar lo siguiente
Simplificar las siguientes expresiones racionales.

x> +6x+5 2x = x?—2x+1

b
a) ) 21

2
xT—x-2
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II1.2.6 TRABAJO PRACTICO: FUNCIONES POLINOMICAS

1. Dados los siguientes polinomios:

P(x)=4x>+x*-2x-13 Q(x)=2x*+3x+9 R(x)=—x"+2
S(x)=x-5 T(x)=2x"

Encontrar:
a) 3.Q(x) e) S(x).R(x) 1) T(x).Q(x)
b) =5.5(x) f) T(x).R(x) 1) Q(x).R(x)
c) P(x)+Q(x) g2) P(x)+4.R(x) k) T(x).S(x).R(x)
d) Q(x) +R(x) h) Q(x) —P(x) 1) (S(x))*

2. Dados los siguientes polinomios:
1) Predecir el grado de cada uno de ellos.
ii) Reducirlos a su minima expresion.

a) P(x)=7x-(3—x)—2x ) P(x) =2x".(2x+1-10x%)

b) P(x) = (7x+5)— (2x+3) g) P(x) = (\x —10).(+v/x +10)

) P(x)=(x+2).(x=2) WP(x) = (x° +3x° +3x+ 1) = (x> +2x+1)
d) P(x) = (3-5x).(3+5x) ) P(x) = (Vx=2).(Wx+4/2)+1

e) P(x) = (—2x—3).(3x +6) D) P(x) = (x+3).(2x +2) — (6x +10)

3. 1) Use el algoritmo de la divisién para encontrar el cociente y el resto de las siguientes
divisiones entre polinomios.

a) (8x* —8xZ +6x+6): (2x% —x) d) (x> +9x2-3x—1): 2x—1)
b) (x> —x2 +7):(x—1) e) (5x+2x>=3): (x+2)

) (=8x° +10x* —8x3 —11x2 +17x+9) : 2x2 +3x+1) f) (x3 +4x2 +3x-2): (x+2)

ii) Verifique cada resultado teniendo en cuenta la relacién entre dividendo, divisor, cociente
y resto. (P(x) =Q(x).C(x)+R(x)).

PO _ o+ R,
Q(x) Q(x)

iii) Escribir el resultado de las divisiones dadas teniendo en cuenta que

4. Se dan los siguientes polinomios
P(x)=—x>—6x+4 Qx)=x-1 R(x)=x"+6x—4 Sx)=4-x"

Se pide, obtener mediante operaciones entre los mismos, un polinomio con las caracteristicas
indicadas en cada caso.

a) De dos términos. b) De grado 3.
c¢) De grado 5. d) Nulo.
e) Sea un monomio en "x" con coeficiente positivo. f) Sea un cuatrinomio de 3° grado.
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5. Dadas las siguientes divisiones:

) (x*+x°—2x2 +3x-1): (x-2) d) (;—x3):(x—;j
b) (x° —32):(x-2) e) (x* =3x+7x2 —2x+1): (x+2)

o) (=2x* +x%+4): (x+3)

i) Utilizar el Teorema del Resto para establecer si el polinomio dividendo es divisible por el
polinomio divisor.

ii) Cuando sea posible, factorearlo en término del divisor, aplicando la regla de Ruffini para
encontrar el cociente.

6. Factorear el polinomio P(x)extrayendo como factor comtn el indicado en cada caso.

) P(x) =4x" +2x* —10x° +20x° a) %x b) 4>  ¢) 5¢*

7. Teniendo en cuenta que: "Un polinomio P(x) tiene un factor x — ¢, si y sélo si: P(c) = 0"
(Teorema del factor).
i) Establecer si el binomio dado x —c es un factor del polinomio P(x). Si lo es, factorice P(x)

a) Px)=x"+6x>+11x+6; x+1
b) P(x)=x"+5x>—2x-24; x-3
c) P(x)=—x’+7x+6; x+2
d) Px)=x’-6x"+11x-6; x—1

ii) Establecer si existe un factor " x — ¢ " para los siguientes binomios. En caso afirmativo,
factorizar los binomios dados en término del factor encontrado

a) x> +4 e) 2+ x° h) 16x* -9
b) x* -4 f) x’—32 i)2—x’
c) x*—1 g) x* =5 j)x*-3
d) é—x3

8. 1) Para cada polinomio de segundo grado, encontrar los factores x — c.

a) P(x)=—x2 +2x—3x+6 f) P(x)=x>—1

b) P(x)=%x2 2) P(x)=x>+4x+4

c) P(x)=2x>-2x—-4 h) P(x):—%x2+2x—3
d) P(x)=—x" i) P(x)=x"—6x+9

) P(x)=—x"+4

ii) Factorear los polinomios dados en término de uno de los factores encontrados.

iii) Escribir los polinomios dados como producto de sus factores.

iv) Dar la expresion general de la forma factoreada del polinomio de segundo grado.
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9. Dadas las siguientes funciones polinémicas:
P(x)=2x-4 Q(x)=4x*+2x>—6x R(x)=—-6-3x+3x>
S(x)=x"—x*—6x T(x)=5—-x

1) Indicar el grado de cada una de ellas y determinar los coeficientes de los términos de grado
cero, uno, dos y cuatro.

ii) Encontrar el valor de la funcién polindmica para los valores de "x" que se indican:
x,=0 x,=3 X, =-3 x, =1 Xy =-2 X, =4 x,=-1

iii) Ubicar algunos puntos (x,,P(x;)) en un sistema de ejes cartesianos e indicar en cudles de
las funciones polindmicas es posible anticipar su gréfico.

10. Sabiendo que la forma general de la funcién polindmica es:

P(x)=ay+ax+a,x* +..+a,x".

1) Determinar a partir del grafico:
a) elvalorde "a," y completarla.
b) las raices reales de cada funcién polindémica.

ii) Verificar las raices halladas, resolviendo las ecuaciones P(x) = 0, a partir de la
factorizacion de las funciones polindmicas dadas. Individualizar las raices multiples.

1
a) P(x):—5x+a0 b) P(x):3xz—3x+a0
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e) P(x):x*z—4x+a0 f) P(x):x“—4x2+a0
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2) P(x) =x"*—6x +8x7 +a,
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SISTEMA DE ACCESO COMUN A LAS CARRERAS DE INGENIERIA DE LA UNAM

11. 1) Utilizando la raiz y el término a,, graficar los siguientes funciones polindmicas de primer
grado.

a) P(x) = —x+3 <) P(x):—%x+4

b) P(x) = x+% d) P(x)=-4x

ii) Graficar las funciones polindmicas del ejercicio 8 indicando las raices, ordenada al origen
y las coordenadas del vértice.

12. Graficar las siguientes funciones polinémicas de segundo grado cuyas raices son nimeros

complejos:
a) P(x)=x"+1 O P(x)=-x"—4
b) P(x) =x>—4x+5 d) P(x)=x>+2x+10

13. Simplificar las siguientes expresiones racionales.

2 2 8 6 3 6 9
X 9y~ +12y° —15 . —6a’+9a° —12a
2 — p 2y 12y~ 15 i) :
X +2x 3y —2a
n’—1 2x+4 4x* +12x+9
b) 3 2 g 3 2 k) 2
n—-n"+n-1 x +5x"-2x-24 4x° -9
. 3x2+x—10 3x* +3x—-6 D 2x +x% =3x+1
5x—3x" 2x*+6x+4 2x—1
x* —5x 8—x’ n—1
d 1 m
) 5—-x )xz—x )nz—l
3
X —x
e) ———
x3—2x2+x
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